TEORIA CUANTICO-GRAVITATORIA

La verdadera naturaleza de la fuerza gravitatoria ain permanece desconocida. Sus
efectos estan correctamente descritos por la teoria newtoniana y de la relatividad general, pero
ambas solo nos dicen que reside en la masa. A mayor masa, mayor fuerza gravitatoria.
Aproximadamente durante los ultimos 50 afios, la comunidad cientifica ha intentado conciliar
la teoria de la relatividad general con la teoria mecanico-cuantica, sin éxito hasta el momento.
Y una de las mads recientes propuestas la definen como una fuerza emergente asociada a la
entropia del universo [ 1][2].

De otra parte, desde el modelo estandar de particulas fisicas se incluye al graviton,
como su particula transmisora, dentro de la familia de los bosones, introduciendo asi su posible
naturaleza cuéntica. Pero su comprobacion experimental no ha sido verificada.

Con este articulo iniciamos la presentacion de la Teoria Cudntico-Gravitatoria
partiendo de dos premisas:

1. Las teorias newtoniana y relativista solo describen los efectos gravitatorios de la

masa.
2. Las propiedades gravitatorias atribuidas a la masa residen en sus componentes
fundamentales: los nucleones.

En este, primero de una serie de tres, exponemos su formulacion mecanico-cudntica en
donde se atribuyen a los nucleones (protones y neutrones) el origen de la naturaleza cuantica
de la fuerza gravitatoria.

La masa de los quarks de valencia (u, d) del proton supone menos del 2% de su masa
total. Las Uinicas propuestas para explicar este hecho proceden desde la QCD, que atribuyen el
98% de masa restante a la energia generada por gluones y quarks s (sin valencia), generados en
su interior.

Nuestra propuesta la atribuye a una oscilacion armonico-cudntica de los quarks
componentes de los nucleones y la subsecuente emision de pulsos gravitatorio que son
transmitidas al medio en forma de quantums gravitatorios €. Es como se manifiesta y enlaza
gravitatoriamente la materia baridnica.

Esto supone una nueva vision nueva de las feorias newtoniana y de la relatividad
general, sin que ello suponga sus cuestionamientos, como se podra comprobar en los proximos
articulos sobre la formulacion cudntico-newtoniana y la formulacion cuantico-relativista.



Formulacion Mecanico-Cuantica

o de la materia aislada
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La naturaleza tan solo se sirve de tres particulas elementales para crear la materia: los
quarks u, dy el electron. Estos quarks mediante un proceso denominado hadronizacion forman
a su vez a los Uinicos hadrones estables conocidos como bariones: el proton 'y el neutron. Todo
lo que vemos y conocemos esta formado esencialmente por estas dos particulas, llamadas mas
comunmente nucleones, ya que son ellas las que forman el nucleo atomico.

Si consideramos una masa cualquiera, M, mas de un 95% la aportan sus nucleones,
puesto que la masa del electron es unas 1.835 veces inferior a la del proton. Y a su vez los
quarks (u,d) que forman a los nucleones so6lo representan menos de un 2% de la misma.

(Donde esta el 98% restante? La unica propuesta tedrica actual para dar una respuesta
proviene de la QCD y se basa en la contribucion del quark s sin valencia junto con la
contribucion debida la interaccion de gluones. Entre los diferentes estudios destacamos el
realizado por Xjangdong Ji(Octubre 1994)[3] apoyado en el MIT bag model y Johnson,K.
(1975)[4]. Son asimismo muchas las pruebas experimentales: Silva P.R.(Agosto 2011)[5],
Thomas A.W.(Febrero 2012)[6], Mever H.B.(Febrero 2011)[7] y Horsley R. y otros(Octubre
2011)[8], todas con resultados dispares. Pero en lo que si coinciden es en que 2/3 de la masa
del protdn se debe a la energia de quarks sin valencia y gluones. Pero a pesar de estos esfuerzos
teoricos no hay nada concluyente para explicar el 93% de nuestra masa M.

De otro lado, los efectos gravitatorios que nuestra masa M produce estan correctamente
descritos por las feorias newtoniana y de la relatividad general, pero ambas se limitan a
describir y predecir dichos efectos sobre otras masas y soélo nos indican que la fuerza
gravitatoria tiene su origen en la masa M.

Con este articulo iniciamos la propuesta de una teoria cudntico-gravitatoria, que
trataria de dar respuesta al origen y naturaleza de la fuerza gravitatoria, asignandole al nucleon
y a su estructura interna el papel protagonista por caminos muy alejados de la QCD.

Esta primera entrega dedicada a la formulacion mecanico-cuantica esta dividida en
tres capitulos:

1.  Laoscilacion armonico-cuantica de los quarks en los hadrones.
2. El pulso gravitatorio de la materia (PGM) y el quantum gravitatorio €.
3. Elvector gravitatorio de la materia.

Destacar finalmente que, la exposicion siguiente es una primera parte referida a la
materia aislada. Ello quiere decir que, realizamos el ejercicio mental de situar como unica
materia del universo a un nucledn. Las razones para proceder asi seran entendidas con el
siguiente articulo dedicado a la formulacion cuantico-newtoniana, donde se expone la relacion
fundamental entre la materia.



1. La oscilacion armonico-cuantica de los cuarks en los hadrones

El Hamiltoniano cudntico de una particula de masa m sometida a un potencial
1

cuadratico V, = EK x? tiene la forma de:
a2
_ 1
H= zp—m+§ma)2x2 (1)
donde x es el operador posicion, y p el operador momento: p = —ih%

Y la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo para un oscilador armonico-
cuantico es [9]:
h? d?

1
H = “oazzt Emwzle V) = Epn (2)

La formula general de la funcién de onda, y, normalizadas es:

1

Pa(x) = (%)1/ t L H (e (3)

donde Hn(y) son los Polinomios de Hermite.

Las soluciones a la ecuacion de Schrodinger nos muestran niveles de energia discretos
e independientes del tiempo como autoestados o autovalores de la funcién de onda .

1
E, = <n + E) hw n=012.... 4)

Figura 1: Niveles energia oscilador armonico cuédntico
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La figura 1 muestra los distintos niveles cuantizados en funcion de la energia. Los saltos
cuanticos estan normalizados a ho.

La energia del punto cero de un oscilador armonico cuantico es no nulo y tiene como
valor >hw. Su deduccion tiene como base el principio de incertidumbre de Heisenberg [10] y

fue propuesto por primera vez por Albert Einstein y Otto Stern (1913) [11].

La Teoria Cuantico-Gravitatoria propone que los tres quarks de los nucleones se
encuentran ligados por la accion de la fuerza nuclear fuerte en un estado de oscilacion cuantica
entre dos autoestados de energia. Su comportamiento se corresponde a un oscilador armonico
cuantico entre dos niveles de energia: Emin (n =0)y Emax (n = 1).

Figura 2: Densidad probabilidades
posicién y energia quarks proton
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Las densidades de probabilidades para los dos primeros niveles energéticos de un
oscilador armonico-cuantico se muestran en la figura 2.

Las medidas experimentales de masa y radio del proton son 0,938272089436 GeV /c?
[12] y 0,833+£0,010 fm [13][14], respectivamente. También se ha comprobado que la
interaccion nuclear fuerte se vuelve fuertemente repulsiva por debajo de 0,4 fm, con lo que los
quarks se encuentran confinados dentro de esos limites.

En el nivel cuantico 0 o de baja energia, la maxima probabilidad cuantica de encontrar
a los quarks del proton es en su centro o radio minimo (0,4, fm), siendo su probabilidad de
energia minima. Opuestamente en su nivel cuantico 1 o de méxima probabilidad de energia, los
quarks se hallaran con maxima probabilidad cuantica en sus extremos o radio maximo (0,833
fm). De acuerdo con las densidades de probabilidades, las medidas experimentales de la masa
y radio de protdn corresponden a su nivel cuantico 1, o de méxima energia y radio.



Figura 3: Oscilacién quarks en protén
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La figura 3 ilustra la distribucion de los quarks del proton en sus dos niveles cuanticos
de energia.

Las medidas experimentales sobre la masa y radio del proton corresponden al nivel
cuantico 1de méximas probabilidades de energia y radio. Y las medidas més exactas sobre las
masas de los quarks u y d [15] indican que representan tan solo el 0,96 % de su masa total, por
ello en toda la feoria cuantico-gravitatoria se ha despreciado los efectos de su masa en los
nucleones.

Los quarks del protdon se encuentran eldsticamente ligados mediante la interaccion
nuclear fuerte intercambiando gluones y en permanente oscilacion cuantica entre los limites de
su confinamiento, y en consecuencia se produce una oscilacion energética desde su nivel 0 o
de minima energia, Emin = %fla) =0,31275736314333 GeV, a su nivel 1 o de maxima energia
Emax = %hw = 0,93827208943 GeV, realizando un salto energético de valor Eo1 = ho =

0,62551472628667 GeV con una frecuencia f de 1,51248786683 10%* hz, deducidos de la
relacion Planck/Einstein, E = hv.

La superposicion cuantica de ambos autoestados de energia son los hadrones, y
particularmente, los nucleones como los Unicos hadrones estables. Los aspectos fundamentales
sobre el proceso de hadronizacion sera ampliamente tratado por Lopez, P. en la Hipotesis
Quark Desnudo [16], como teoria independiente y a la vez complementaria, actualmente en
preparacion.

El salto energético entre sus dos niveles de energia supone aproximadamente un 66,66
% de su masa, y el restante 33% se corresponde con la energia del punto cero o nivel minimo.



1l El pulso eravitatorio de la materia (PGM) v el quantum
oravitatorio €

Newton midi6 los efectos gravitatorios entre dos masas cualesquiera dentro del campo
gravitatorio de la Tierra, y descubrid que era proporcional a su producto dividido por el
cuadrado de la distancia y por una constante G. Asi G, surge como una constante de ajuste entre
la fuerza realmente medida y la relacion entre masas y distancia. Su deduccion es totalmente
empirica y carente de significado fisico, pero es necesaria en cualquier formulacion relativa a

la fuerza gravitatoria
M1 " MZ

En su formulacion clésica, la masa y los efectos gravitatorios que ella produce estan
entremezclados. Conocemos la fuerza final con la que dos masas se atraen, pero no sabemos el
origen de esa fuerza. Y la masa claramente es una respuesta insuficiente.

Por ello, planteamos iniciar una reflexion tedrico-fisica, cuyo objetivo es enlazar la
teoria cudntico-gravitatoria con la teoria clasica Newtoniana, en primer lugar, para
posteriormente relacionarla con la relatividad general de Einstein.

La formulacion clasica de (5) ha sido perfectamente verificada en nuestro entorno del
Sistema Solar, y si asumimos que G es universal, implica que es independiente del medio y por
lo tanto solamente podra estar relacionada con las masas M1y M:.

La forma mas simple para medir la fuerza gravitatoria sobre la superficie de un cuerpo
en términos de aceleracion es la conocida gravedad o g.

M
g=G- m-s~2  (6)

El salto cuantico entre los dos niveles de energia de los quarks en los nucleones de
valor Epgm = 0,62551472628667 GeV, es transmitido al espacio adyacente en forma de pulso
gravitatorio con informacion cuantica de su origen y naturaleza. Puede pues, definirse como
una carga gravitatoria unidad inherente al nucledn, y puede ser expresada en funcion de su
energia minima o maxima como:

Epem = Emax — Emin = 3Emin — Emin = 2Emin

E 2
Epem = Emax — Emin = Emax — % = §Emax (7)

La teoria cuantico-gravitatoria propone un nuevo enfoque de (6) tal que:

N
)

=G
g T

Epgm m-s™2 (8)

Ahora la gravedad g es proporcional al nimero de nucleones N que forman la masa M,
y la constante gravitacional G es sustituida por una nueva constante G.

Igualando ambas ecuaciones, (6) y (8), obtenemos:



GM =GNE,;, (9)
Tanto G como M deben ser expresadas en unidades de eV.

La fundamental relacion anterior tiene un claro limite inferior cuando N = 1, puesto
que siempre sera un entero positivo que se corresponde con el nucledén. Luego

GM,, = GE,g, (10)
O expresandolo en términos de las energias de oscilacion de los quarks del proton:
CEmax = G(Emax — Emin) (11)

con lo que definitivamente ahora en términos de la energia maxima:

A Enax 3 m
G =G =—G = 1,7847030695296 10~ %° —— 12
(Emax - Emin) 2 eV s?2 (12)

La nueva constante G podemos interpretarla provisionalmente como la relacion de
transformacion entre la energia efectiva gravitatoria trasladada al medio y la energia emitida
por el nucledn. En el siguiente articulo dedicado a la formulacion cuantico-newtoniana se
reformulard totalmente.

Finalmente, definimos como quantum gravitatorio € (de la materia aislada), al
producto de:

€ =G Epgy = 1,1163580520398 - 103" m3s2  (13)

El quantum gravitatorio € es la manifestacion cudntica de la existencia de materia
barionica en el espacio-tiempo y nexo entre ella.

La relacion (9) podemos transformarla en GM = NE€ (14).

Se trata de una de las deducciones mas relevantes de la feoria cudntico-gravitatoria.
Nos dice que la masa no puede separarse de los efectos gravitatorios que ella misma genera en
términos clasicos, puesto que el término de la izquierda de la igualdad es clasico. Para poder
separarlos, hay que utilizar el término derecho que corresponde a la mecanico-cuantica: la masa
M es la superposicion cudntica de los quantums gravitatorios de sus N nucleones. Si € es la
manifestacion cudntica de la materia, N es su informacion cuantico-gravitatoria. € le dice a
otra materia que es materia, en tanto que N le dice cuanta materia es.

La formulacion (8) de la teoria se reduce ahora a:

N
g=—GC m-s2 (15)

T'Z
De esta relacion y de la relacion Planck-Einstein: E = hv, podemos obtener:

G:G'h'fPGM (16)



De (9) y (12) podemos facilmente deducir M:

Pero tanto la masa obtenida con esta formulacion, como su simple medida clasica, son
insuficientes por si mismas para darnos informacion sobre nuestro universo. En ambos casos
es imprescindible el uso de una constante gravitacional G o G, que dé sentido fisico a la masa
en un marco universal. Y eso es lo que nos dice la relacion (14). No se pueden separar G y Epgms
puesto que lo que medimos y percibimos es el quantum gravitatorio total de un cuerpo dado
por N€. El universo es un infinito campo gravitatorio, donde toda la materia barionica es a la
vez participe y receptora.

La superposicion de los quantums gravitatorios € de todos los nucleones de un cuerpo,
definen su masa M. Si situamos el origen de la masa gravitatoria en la hadronizacion de los
quarks, y concretamente en la formacion del proton con la emision de su pulso gravitatorio
(PGM), también estamos diciendo que ese es el origen temporal de la fuerza gravitatoria. Es
pues, la masa una consecuencia de la atraccion gravitatoria de la materia barionica.

1ll. El Vector Gravitatorio de la Materia

Definimos como vector gravitatorio de la materia a:

- 1 — _
ngﬁN@ m-s~2 (18)

Si N =1 se trata de materia desagrupada y para valores de N > 1 es materia agrupada.

Su accion se ejerce en dos sentidos opuestos no excluyentes ni antagonicos:
e Para valores de d >= r actia sobre el resto de materia barionica.
e Para valores de d < r actlia sobre si mismo como auto-vector gravitatorio.

El quantum gravitatorio € manifiesta la naturaleza de que es materia baridonica y N
expresa su magnitud, y debe considerarse como un numero cuantico gravitatorio. Ahora N
adquiere el significado de carga gravitatoria de un cuerpo macroscopico, cuya informacion es
transmitida por su propio quantum.

Figure 4
ESTUDIO CUANTICO-GRAVITATORIO Ag'"”
Mass Ag"" (Kg) Nucleones Ag'"’ Epcm(EY) G (m3/ev.s?) [} Proton mass(Kg)
1 5.978637398479E+26| 6,2551472628667E+08 | 1,78470306952957E-46| 1,11635805203977E-37| 1,6726219259500E-27
Formulacién Cldsica Newtoniana (eV) Formulacién Cudntico-Gravitatoria (eV)
6,674300000000E-11 6,674300000018E-11




En la figura 4 se muestra un estudio realizado sobre 1 Kg del is6topo de Ag!'?’. Por
simplicidad y por no afectar al calculo significativamente, hemos utilizado la masa del proton
como unico nucledn. El valor del radio se ha omitido al no influir en resultado final. Ambas
formulaciones presentan idénticos valores.

Facilmente podemos deducir la relacion entre ambas:

N N .
v, =r_2(g=_2GEPGM =

2 M
G § Mp =Uu— ( 1 9)

Empezando por la formulacion cuantico-gravitatoria hemos llegado a la formulacion
newtoniana. Sin embargo, el camino inverso no se sustenta sin considerar la naturaleza cuantica
de la fuerza gravitatoria. La teoria cudntico-gravitatoria no es la simple transformacion de la
masa, M de la teoria clasica en el producto de sus nucleones totales por la masa individual de
cada uno de ellos, sino que es la manifestacion de que cada nucledn transmite al espacio un
pulso de energia de materia, cuyo origen estéa en la oscilacion armonico-cudntica de sus quarks
constituyentes, a modo de carga de materia.



Formulacion Cuantico-Newtoniana

o de la materia entrelazada
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Si en la formulacion mecdnico-cuadntica describiamos el origen cudntico de la fuerza
gravitatoria y la manifestacion como materia barionica al espacio bajo la forma del quantum
gravitatorio € (de la materia aislada). En el presente articulo describimos y detallamos la
relacion gravitatoria entre cuerpos macroscopicos que, por simplicidad expositiva, seran
esféricos, y su evolucion en el tiempo. Con ello abordamos la formulacion cudntico-newtoniana
que estara dividida en varios epigrafes:

o La fuerza gravitatoria: La materia encuentra materia.
e [a materia entrelazada: Analisis vectorial y mecanico-cuantico.
e El auto vector gravitatorio.

Introducimos de esta forma una nueva vision de la concepcion newtoniana de la
gravedad, sin que suponga un cuestionamiento de sus conceptos fundamentales, sino que
pretende profundizar en la naturaleza de la fuerza dominante de nuestro universo.

1. La Fuerza gravitatoria.: la materia encuentra materia

Figura 5: Sistema gravitatorio entre dos cuerpos




Sean los cuerpos esféricos estaticos A y B de la figura 5 de masas Ma y Ms,
respectivamente, y das la distancia que separa sus centros de masas. Las condiciones del
entorno son la ausencia de cualquier otra materia barionica y carecer de historia.

Newton nos ensefio que la fuerza gravitatoria que experimentan ambos cuerpos esta
descrita por:

MA'MB

7 Kg-m-s™2 (20)
AB

Foap = G

Sus respectivos vectores gravitatorios seran:

—

Va=NE m-s2 Vg=NzE m-s2(21)

Y la fuerza gravitatoria expresada en términos de la teoria cudntico-gravitatoria es:

3Np-Ng o -
GAB:ETABG eV-m:-s~? (22)

para N > Na.

Expresando (20) y (22) en unidades de e} e igualando, obtenemos:
G-My-Mg=2Ny-Ng- € (23)

Siendo @ = é b (EPGM ' EPGM) = @ thZ (24‘)

Realmente se produce una transformacion a nivel de sus respectivos quantums:

@ ' @ = 67EPGM ' GEPGM < é(EPGM ' EPGM) = @ (25)

Las relaciones de (24) y (25) son la manifestacion del entrelazamiento gravitatorio de
la materia, cuya expresion es el quantum gravitatorio universal € (de la materia entrelazada).
De aqui en adelante solo utilizaremos esta notacion. La materia barionica se reconoce
mutuamente y queda entrelazada gravitatoriamente. Ahora el nuevo quantum gravitatorio
universal toma las unidades de la energia y adquiere un caracter unico, tal como se manifiesta
en la naturaleza.

El concepto de entrelazamiento gravitatorio ya habia sido anticipado por Vijay
Balasubramanian et all.[17] dentro de la QFT, y posteriormente por Sougato Bose et
all.[18],[19]. Y muy recientemente han sido verificados efectos de entrelazamiento por el
detector ATLAS del LHC [20] y en simulaciones digitales dentro de un computador de IBM
por Carlos Sabin [21]. Otras aportaciones provienen de Marios Christodoulou et all [22]. La
aplicacion del concepto cuantico de entrelazamiento a la atraccion gravitatoria no es novedosa,
y sigue una corriente actual de tratar de dar una explicacion fisica al origen y naturaleza de la
fuerza gravitatoria. Basta recordar las aportaciones que la consideran como una fuerza de origen
entropico.

Este entrelazamiento gravitatorio, cuya importante evolucion en el tiempo serad
abordada mas tarde, la medida de su intensidad es la fuerza gravitatoria debida a la atraccién
mutua entre los nucleones de dos cuerpos. De tal forma, que el cuerpo A percibe una carga



gravitatoria N del cuerpo B y viceversa. Y a la vista de (25), ya podemos decir que G es una
constante de acoplamiento cudntica que desempefia un rol clave en el entrelazamiento.

Explicar con argumentos cientificos la fuerza de la gravedad utilizando ideas de la
mecanica-cudntica como el entrelazamiento cuantico, puede parecer muy forzado y poco
cientifico, por la evidencia de que toda la materia baridonica se atrae. Pero desde la Teoria
Cuantica-Gravitatoria precisamente pretendemos dar una respuesta coherente a esa evidencia,
(por qué la materia se atrae? Si nos fijamos en fendmenos similares de la naturaleza, como las
fuerzas de atraccién generadas entre cuerpos con cargas eléctricas opuestas o campos
magnéticos creados por materiales con esas propiedades, ;como rechazar a priori que la materia
baridnica, sus nucleones, posean una carga gravitatoria? Obviamente esta argumentacion es
mas heuristica que cientifica, pero la relevante relacion de (25) si tiene un profundo significado
cientifico.

Figura 6
Estudio Gravitatorio Plata- Oro
Masa Protén(Kg) G(m'/Kg.s") G (m3/ev.s?) Epam(Ev) €

1,672621925950E-27| 6,67430000000000E-11| 1,78470306952957E-46| 6,2551472628667E+08 6,982984013595780E-29

Masa Ag (Kg) Masa Au (Kg) Distancia (m)
3 4 1
Nucleones Plata (N,,) Nucleones Oro (N,,) kg eV
1,793591E+27 2,391455E+27 5,60958860300000E+35
Formulacién Clisica Newtoniana (eV) Formulacién Cuéntico-Gravitatoria (eV)

4,492809265560350E+26 4,492809266224940E+26




Figura 7

Estudio Gravitatorio Sol - Japiter
Masa Protén(Kg) G(m’/Kg.s") G (m3fev.s?) Erca(Ev) &
1,672621925950E-27| 6,67430000000000E-11| 1,78470306952957E-46| 6,2551472628667E+08  6,982984013595780E-29
Masa Sol (Kg) Masa Jupiter (Kg) Distancia Sol-Jupiter(m)
1,989100E+30 1,8908700E+27 7,78412020000000E+11
Nucleones Sol (Ns) Nucleones Jipiter Kg = eV
1,189211E+57 1,135164E+54 5,60958860300000E+35
Formulacién Clasica Newtoniana (eV) Formulaciéon Cuantico-Gravitatoria (eV)
2,333622676989100E+59 2,333622677334300E+59

En las figuras 6 y 7 se muestran dos estudios considerando solamente la masa del proton,
en lugar de la masa media del nucledn. La comparacion de los resultados obtenidos entre la
teoria clasica y de la teoria cudntico-gravitatoria, no pueden ser mas concluyentes.

Con ambos estudios hemos demostrado la validez de la formulacion cuantico-
gravitatoria para la fuerza gravitatoria entre dos cuerpos. Y es razonable pensar que, si con dos
formulaciones aparentemente diferentes se obtienen los mismos resultados, alguna relacion
tiene que existir entre ambas. Y efectivamente la hay como se muestra a continuacion:

3N, Ng 3N, Ng .
Gap — EW = EW G (Epgm * Epgum)
3NA.NB ~ 2 2 NA'NBZ,\
= EW G (§Emax> (§Emax> = W § G(Mexp) (Mexp)
MA.MB -2
= G-dTNAMexp-NBMexp=GTeV-m-s (26)
AB AB

Como se muestra, ambas formulaciones son equivalentes, pero su gran diferencia es que
en la formulacion cuantico-gravitatoria es evidente el origen cuantico de la gravedad debido al
quantum gravitatorio universal €. No olvidemos que Epgy = hw. Y aunque aparentemente
las dos son la misma ecuacion expresada en distintos términos, de la ecuacion newtoniana no
es posible obtener la ecuacion cuantico-gravitatoria, porque el quantum gravitatorio €. no es
un mero producto de los quantums de los dos cuerpos, sino el entrelazamiento gravitatorio de
ambos.

Las condiciones impuestas al entorno son muy restrictivas pero necesarias, aunque
aparentemente puedan parecer arbitrarias. Se trata de analizar una situacion ideal de dos cuerpos
macroscopicos que carecen de historia, y en un universo donde la inica materia barionica es la
aportada por ellos. La necesidad viene impuesta para aislar nuestro laboratorio de ideas de la
contaminacion gravitatoria de nuestra vida fisica como materia. Actuar de otro modo nos
obligaria a remontarnos a los momentos iniciales de nuestro universo, justo después de la



hadronizacién, lo que nos desviaria de nuestro actual objetivo. No obstante, su discusion y
razonamiento detallado se abordara al final del presente capitulo.

Finalmente, el entrelazamiento gravitatorio mostrado por la relacion (25) requiere un
analisis mas detallado y en un contexto mas amplio donde la materia llena nuestro universo, y
considerando su evolucion en el tiempo. Primeramente, abordaremos un primario e instructivo
analisis vectorial y posteriormente realizaremos un andlisis mecénico-cuantico de su evolucion
temporal.

1l. La materia entrelazada: Anadlisis vectorial

Sea un sistema gravitatorio ideal formado por tres cuerpos A, B y C en un instante
cualquiera ¢ de su evolucion dindmica

Figura 8: La red cuantico-gravitatoria




Las fuerzas gravitatorias existentes en nuestro sistema seran las generadas por los tres
cuerpos entre si:
3 NA'NBA 3 NA'NCA 3 NB'NCA
Fopp==—75—C; Ffe == C; Fge==—75—C 27
AB 2 dﬁB AC 2 dlec BC 2 déc ( )

La tinica fuerza que se ejerce sobre ellos es la fuerza gravitatoria, no existe mas materia
alrededor y no nos interesa su evolucion dinamica, ni si esta en equilibrio gravitatorio. Tan solo
queremos conocer el vector gravitatorio resultante sobre A debidoa By C.

Si situamos nuestro sistema de coordenadas sobre el cuerpo A, tal como se muestra en
la figura 8, los vectores gravitatorios de B y C ejercerdn sus efectos gravitatorios sobre A
amortiguados por los cuadrados de las distancias que los separan.

El vector gravitatorio resultante sera la suma vectorial de Va 'y Ve:

Ve = V5|2 + V|2 £ 2 Vi - Ve - cos ayp (28)

O en su forma desarrollada
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Muestra que el vector gravitatorio resultante a la que esta sometido el cuerpo A es
proporcional a la suma de los cuadrados de los vectores gravitatorios de B y C, aplicados en A,
mas/menos la relacion entre el producto de los vectores gravitatorios de By C, y el producto
de las distancias que lo separan de A.

Siguiendo el mismo razonamiento para un sistema de n-cuerpos, podemos llegar a una
expresion general:

n

2 £ By (30)

n
=G )
i=1

Evidentemente el valor de 'z sera imposible de obtener si queremos considerar toda la
materia del universo, que a su vez desconocemos. Denotaremos, por simplicidad, al modulo de

N;
df

1
j=2

la resultante gravitatoria universal sobre un punto cualquiera del espacio como R.Y ahora seré:
V., =GR (31)

Pero no estamos interesados en la cuantizacion del vector Vz resultante sobre un cuerpo,
sino en mostrar la relevante presencia del quantum gravitatorio universal € como nexo comin
a toda la materia baridnica.

Y aunque la resultante gravitatoria R cosmold gica no pueda ser obtenida
empiricamente, si podemos acotar sus primeros términos que serdn los que definiran localmente
su valor.

El anélisis vectorial se agota en este punto. Independientemente de la complejidad de la
formulacion (30), ha alcanzado su objetivo poniendo de manifiesto que la materia baridnica, se



reconoce mutuamente y permanece entrelazada gravitatoriamente por medio del quantum
gravitatorio que ella misma genera.

1Il. La materia entrelazada: Analisis mecanico-cuantico

De la combinacién de las formulaciones (24) y (31) obtenemos:

_ ~ ~

Ve =CR = Gh?w? R (32)

Donde w representa a la frecuencia oscilacion arménico-cuéntica de los quarks en los

nucleones y R el efecto gravitatorio de toda la materia que rodea al observador. En esta forma
mas detallada podemos subdividirla para el analisis en dos partes: los tres primeros términos
comunes a toda la materia baridnica representan su entrelazamiento gravitatorio, en tanto que
el ultimo término representa la carga gravitatoria responsable de los efectos observados.

Si tal como estamos planteando toda la materia esta entrelazada gravitatoriamente en
el momento presente, también lo tuvo que estar desde su creacion. Fue pues, en el proceso de
hadronizacion donde comenzo el entrelazamiento y la atraccion gravitatorios de la materia.
Luego hemos de situar nuestro analisis en aquellos primeros instantes de nuestro universo,
donde la fisica de la mecanico-cuéntica era la imperante en su interior.

La historia del universo antes del primer segundo fue bastante cadtica, con un proceso
inflacionario y la continua aniquilacion entre materia y antimateria en el fenomeno conocido
por bariogénesis. Por ello nos situaremos en la era leptdnica cuando el universo tan sélo tenia
aproximadamente 1 s y ambos procesos habian finalizado encontrandose el universo en
equilibrio térmico.

Sus condiciones iniciales podrian resumirse las siguientes:

Temperatura aproximada de 10'° °K y en equilibrio térmico.

Universo pequeiio y con factor de expansion a >> ct.

Plasma de particulas: fotones, protones, neutrones, electrones y neutrinos.
Supuesta baja entropia.

Espacio-tiempo plano.

Nhwh =

Estas condiciones definen a un universo pequefio, caliente y denso. Hay que sefalar que
su tamaio real es irrelevante para el estudio, aunque si es importante destacar su pequefio
volumen comparado con el momento actual. De entre todas las particulas del plasma primigenio
son los protones y neutrones los que realmente aportan mas del 95% a la densidad. Fotones y
neutrinos practicamente no aportan, y los electrones suponen una infima parte. El hecho
relevante es que, todos los protones y neutrones se crearon durante el proceso de hadronizacion,
y desde entonces hasta nuestros dias ha permanecido practicamente constante. No se conoce
ningun proceso natural que genere protones a partir de quarks no contenidos en materia previa,
condicion necesaria para la conservacion del numero baridnico.

La condicion de baja entropia viene impuesta por la segunda ley de la termodindmica.
La logica de la ley nos dice que, si la entropia siempre aumenta en la direccion del tiempo, el
universo debera tener menor entropia en sus comienzos que en el momento actual. Cuantificarla
en ambas situaciones no es tarea facil ni necesaria por el momento. Nos debemos conformar
con el razonamiento l6gico, pero requerira fuertes matizaciones con posterioridad.

La densidad de materia baridnica estimada actual (g respecto a la densidad critica ),
es de 0,044. Como la densidad critica estimada es de 9,47x10-?7 Kg/m?, la densidad de materia




baridnica es de 4,1668x10-2® Kg/m? para un volumen estimado de universo observable de unos
43.500 10° afios-luz. La densidad barionica correspondiente a un universo de 4 afios-luz es de
4,5314x10°'® Kg/m?, que es muy superior a la estimada para esa era del universo. Esta densidad
se corresponde aproximadamente a 2,7x10'® protones/cm’. La acelerada expansién pudo
contribuir a una fuerte disminucion de la densidad de materia, pero aun asi en ese primer
segundo podemos idealizar a nuestro universo como una bola de radiacidon y materia en forma
de protones y neutrones.

Y en este contexto idealizado de un volumen en expansién poblado de protones y
neutrones (el resto de las particulas no influyen significativamente) con una distribucion
isotropica y uniforme, podemos despreciar al término Bj; de la ecuacion (30), y dado que N: =
1, obtenemos que para un nucledn en situado en su centro la atraccion barionica ejercida por el
resto es:

(33)

Esta extrema idealizacion es otra perspectiva temporal de (32), donde ahora R no
representa a la materia agrupada, sino a cada nucledn individualmente, paso previo a todo el
proceso gravitatorio posterior. La materia barionica realiza un intercambio de informacion
cuantica simultaneo a su propia creacion, compartiendo su carga gravitatoria indefinidamente.
Este intercambio de informacion cudntica puede asimilarse a la interaccion de intercambio
descrita para el magnetismo por la teoria de Heitler-London.

Sougato Bose et all [18] describe el nivel mas bajo de entrelazamiento gravitatorio entre
dos osciladores armonico-cuanticos como:

2Gm?
Ap = —g3 ¥a%s (34)

Su equivalente en la TCG seria:

N,N

A NyN
d3BxA.’)CB = 3G hzwz 23BxAxB (35)

Ap = 3E

La ecuacion (15) es el tercer término de una serie obtenida de dos osciladores armonico-
cuanticos de masas iguales. Nuestro razonamiento es que, es igualmente valido este término
para masas desiguales (N, # Ng).En (35) la constante G desempeiia el papel de constante de
entrelazamiento gravitatorio que ya intuimos en (24), adquiriendo asi un profundo sentido
fisico.

El cuadro fisico que tratamos de describir es el de un universo pequefio, pero en
expansion, con una altisima densidad de protones y neutrones dotados de gran energia cinética,
portadores de cargas gravitatorias que producen su entrelazamiento global. Es la descripcion
de un universo cudntico que posteriormente la gravedad convirti6 también en clasico, aunque
no por ello ha dejado de ser cudntico. La fuerza gravitatoria es cudntica, como lo muestra el
entrelazamiento gravitatorio, pero sus efectos observados por entes clasicos son evidentemente
clasicos, y por ello son percibidos por nuestros sentidos.

La descripcidn fisica de la evolucion temporal desde ese instante 0 hasta el presente, es
un desafio cientifico todavia no resuelto. Evolucionar desde un plasma de protones y neutrones
en ebullicion hasta las estructuras de masa como estrellas y agujeros negros, es imposible sin



una atraccion primaria de los fundamentales constituyentes de la materia, independientemente
de que otros fendmenos fisicos coadyuvaran. No olvidemos la propia repulsion eléctrica entre
protones que es del orden de 36 veces superior a su atraccion gravitatoria.

El proceso de la formacion atomica provocd la neutralidad eléctrica, eliminado la
consecuente repulsion, y contribuyendo considerablemente a la evolucion gravitatoria, pero no
pudo ser suficiente para que se creasen tan enormes masas en tan corto espacio de tiempo, tal
como nos esta mostrando el telescopio Webb [23][24]. Si a ello unimos la quinta condicion
inicial de un universo plano, puesto que el plasma homogéneo e isotropico de protones y
neutrones no podian distorsionar la geometria del espacio-tiempo, nos encontramos en una
situacion utdpica de inmensas y diluidas nubes de HII, que por si solas nunca hubieran
colapsado en un universo en continua expansion. A pesar del rapido enfriamiento del universo,
el débil entrelazamiento gravitatorio no fue suficiente para provocar por si mismo el colapso
de la materia que hoy conocemos. Tuvo que existir algin tipo de inestabilidades
espaciotemporales para que ese universo dejara de ser tan homogéneo y uniforme, y
desencadenara toda la gran evolucion gravitatoria de la materia.

Existen actualmente tres hipdtesis principales en esta linea de argumentacion: Energia
oscura; Materia oscura y Agujeros Negros Primordiales (ANP). Nuestras ideas van en apoyo
de los ANP, como argumentaremos y desarrollaremos en profundidad en el capitulo dedicado
a la formulacion cuantico-relativista.



Formulacion Cuantico-Relativista
o0 de la materia como energia

El modelo cosmoldgico estandar ACDM trata de dar respuesta a la aparente falta de materia
barionica, basada en observaciones en el dptico y en la dindmica de las estrellas mas exteriores de las
galaxias, introduciendo entre sus pardmetros la materia oscura fria. Las raices del modelo estdndar
parten a su vez del modelo FLRW que supone al universo como a un fluido perfecto a escalas
cosmoldgicas donde las galaxias son los elementos del fluido con una densidad de materia homogénea
e isotropica. Esta idealizacion conlleva algunos riesgos. El primero es considerar a todas las galaxias
como masas homogéneas cuando las observaciones nos aportan diferencias importantes, y el segundo y
mas relevante es que no tiene en cuenta los efectos gravitatorios.

8nG ap
Gaﬁ = TT (36)

En el origen de todos los modelos cosmologicos esta la ecuacion de la Teoria General de la
Relatividad, en donde resulta fundamental definir el tensor de la materia T *#para asi poder obtener el
tensor de Einstein G, y el tensor métrico g,,,, del espacio-tiempo. Consecuentemente el concepto de
materia o masa es la clave para describir qué tipo de espacio-tiempo genera o provoca. Apoyandonos en
los capitulos previos donde exponiamos los fundamentos de la teoria cudntico-gravitatoria, abordamos
en este un giro conceptual de la TGR y su modelo cosmoldgico, sustituyendo a la masa por su energia
gravitatoria equivalente y la consecuente modificacion del lado derecho de la ecuacion relativista de
Einstein.

La exposicion estd dividida en tres partes:

1. Bases para un modelo cosmoldgico cuantico-gravitatorio: Se realiza un estudio de la
evolucion energética de nuestro universo considerandolo como un sistema cerrado y
aplicandole las leyes de la termodinamica.

2. El hamiltoniano gravitatorio: Se define el hamiltoniano gravitatorio del universo que incluye
toda la materia baridnica y sus relaciones de entrelazamiento. Deduciendo que la materia no
puede garantizar la conservacion de la energia del universo.

3. Ecuacion relativista cuantico-gravitatoria: La sustitucion del tensor energia-momento de la
materia por el tensor de la energia gravitatoria en la ecuacion de la Relatividad General, dada
la constatacion previa de la equivalencia entre materia baridnica y energia gravitatoria.



1. Bases para un Modelo Cosmologico Cuantico-Gravitatorio

La consideracion del universo como un sistema cerrado en su sentido clasico, tiene fuertes
implicaciones cosmologicas que no son objeto del presente articulo pero que son la base de todo su
desarrollo posterior, aplicdindolo en su sentido mas restrictivo y fuerte como un todo absoluto en
cualquier instante de su historia.

El modelo utiliza estos cuatro pilares fisicos:

1. Leyes de la Termodindamica.

2. El espacio-tiempo definido por la TGR.

3. Teoria mecanico-cuantica.

4. Materia baridnica y energia gravitatoria son equivalentes.

Los tres primeros pilares son ya un acervo de la comunidad cientifica, en tanto que el ultimo
sera el objeto principal de este articulo.

Estamos especialmente interesados en la primera ley de la termodinamica de la conservacion
de la energia durante toda la historia del universo, y por ello realizaremos una comparativa entre las
energias de un momento primigenio y el momento presente.

Las condiciones iniciales cuando el universo tenia 1 s de antigiiedad, finalizada la era
inflacionaria, la hadronizacion y la bariogénesis podrian resumirse en las siguientes:

Temperatura aproximada de 10° 2K y en equilibrio térmico.

Universo pequefio y con factor de expansién a > ct.

Plasma de particulas: fotones, protones, neutrones, electrones y neutrinos.
Baja entropia.

Espacio-tiempo plano.

uihwne

Estas condiciones definen a un universo pequefo, caliente y denso. Sus parametros para este
tiempo son: una energia total Eu(tg); Ny particulas baridnicas (protones y neutrones); volumen inicial
Vu(to); temperatura Tu(tg); entropia Su(fo) y por tltimo por un factor de expansion au(t).

La energia Eu(ts) es la suma de las siguientes energias todas ellas positivas.
Eu(to) == EYO + EM + ECO + EPO + ET + EX + EBBO+ EGO (37).

E,, es la energia debida a la radiacion fotonica; E, es la energia debida a la masa en reposo de
todas las particulas; E¢  es la energia cinética de todas ellas; E, es la energia residual debida
principalmente a electrones y neutrinos; Ep incluye a las posibles energias potenciales, excluida la
gravitatoria; Ex representa la energia asociada a la radiacion X de fondo, debida al frenado entre
electrones y protones, conocida como bremssthralung; Egg  es la energia remanente del Big Bang por
la que el universo se sigue expandiendo y finalmente E  engloba a todas las energias gravitatorias.

En el tiempo presente #;, las energias verificadas se detallan a continuacion:
Eu(tl) = Eyl + EM + ECl + EPl + EBBl+ EM + EGl (38)

La energia de radiacion inicial E), ha desaparecido practicamente al imponerse la materia sobre
la radiacion. E,, ha permanecido practicamente constante. Egp, tiene que haber disminuido por la propia
expansion. Ep podemos considerarla constante, aunque su valor lo intuimos despreciable. E,. habra



disminuido sensiblemente como consecuencia de la formacion atémica. Ex aunque pudiera estar
asociada a la radiacion X de fondo actual como bremssthralung, su valor tiene que ser
significativamente menor. Eux engloba a las energias asociadas a la radiacion de la materia debido a su
agrupamiento: fondo extra galactico de luz (EBL), radiacion X de fondo como posible origen en cuésares
y estallidos de rayos gamma. La valoracion cuantitativa de las energias cinéticas E¢ y Ec, requiere un

analisis mas detallado en sus respectivos tiempos.

El universo descrito en # reune las condiciones para poder aplicarle el fteorema de
equiparticion, pudiendo definir su energia cinética en funcion de su temperatura por:

3
ECO = ENTTu (39)

donde Nrincluye fotones, electrones, bariones y neutrinos. Huimos de aplicar el teorema del virial por
dos razones fundamentales: la fuerte expansion y la exclusion de la energia potencial gravitatoria, amén
de la muy posible presencia de fuerzas no conservativas.

Si tomamos nuestro tiempo presente con una edad estimada del universo de 13.800 millones de
afios y una temperatura de 2,7 °K, la tasa de enfriamiento resultante es de 7,25 °K/afio. Obviamente no
responde a su historia térmica, pues se enfri6 mucho mas rapidamente en sus primeros afios. Pero si da
respuesta a la hipotesis de que su enfriamiento no fue debido al crecimiento de su volumen, pues de
haber sido asi seria correcta y no hay evidencias de que el factor de expansion fuese mayor al principio
(superada la era inflacionaria), sino que las ultimas observaciones indican todo lo contrario.

El fuerte descenso de temperaturas en la época temprana del universo deviene en un factor
decisivo en su evolucion energética. Tenemos que abandonar momentaneamente el analisis de la energia
cinética E¢, en nuestro tiempo presente, para centrarnos en una €poca intermedia cuando el universo

tenia 340.000 afios, momento en que empezo a hacerse transparente emitiendo el fondo cosmico de
microondas (FCM).

Podemos seguir aplicando el teorema de equiparticion y entonces la energia cinética para este
tiempo ¢’; sera:

3
=3 N;T',, (40)

E'c,

El universo sufri6 un dréstico enfriamiento en sus primeros 340.000 afios, pasando del primer
minuto con una temperatura aproximada de mas de 10'° °K a unos 4.000 °K . Esto supuso un descenso
de la energia cinética 25x10° con respecto a la energia cinética inicial con el nimero total de particulas
Nr constante.

La causa de este fortisimo descenso es actualmente atribuida a la gran expansién que
experimentd nuestro universo en esa época. Nosotros diferimos de esa interpretacion. La temperatura es
una medida de la energia interna de las particulas contenidas en un sistema y es fundamentalmente
cinética. Si el sistema es cerrado en su sentido mas estricto como lo estamos considerando, y si el nimero
de particulas existentes en el instante #o es constante en todo tiempo, y en equilibrio térmico, su expansion
no puede conllevar disminucidn de temperatura. El nuevo volumen es debido a la expansion del espacio
sin aportacion de energia de cualquier tipo. No hay ninguna razon fisica para que la temperatura
disminuya, dado que la energia cinética no ha podido variar por la ampliacion de volumen y la energia
térmica radiada es en conjunto nula por estar todas las particulas en equilibrio térmico en consecuencia,
el nuevo volumen sigue a la misma temperatura. Evidentemente la densidad de energia si disminuye con
el volumen, pero la energia debe mantenerse invariable.

La intensa radiacion electromagnética que debio existir en esta etapa, debida fundamentalmente
a la radiacion fotonica pudo decaer, pero fue compensada por la transferencia de energia al resto de
particulas aumentando su energia cinética. De todas formas, su posible disminucion parece a todas luces
insuficiente para compensar la pérdida de energia estimada.



Considerar al universo como un sistema cerrado, que abarca todo, sin limites ni bordes, en otras
palabras, infinito en todo tiempo, puede ser especulativo y a la vez una hipdtesis plausible. Por ello
pensar que puede radiar energia fuera de €I, es simplemente absurdo y por esa razédn la ley de Stefan-
Boltzmann de radiacion de cuerpo negro no puede serle aplicada. Igualmente, el universo se ha estado
expandiendo a velocidades superluminicas, por lo que el plasma de particulas no ha podido ejercer
presion sobre parte alguna del universo. Son pues otras causas las que generaron el descenso de
temperatura.

Universo \

Universo

Figura 9

La figura representa esquematicamente nuestro universo primigenio to y el universo actual ti.
Los dos unicos observables visuales son el tamafio y la distribucion de la materia, y dos principios
termodindmicos que se deben cumplir: la energia se ha conservado y la entropia ha aumentado.

Si retomamos la energia cinética E¢, de nuestro tiempo presente, no podemos valorarla por el
teorema de equiparticién, pues nos encontramos con cuerpos de diferentes tamafios agrupados en
galaxias también muy variables. Pero si podemos medir la energia cinética de nuestro sol y compararla
con la energia que todas sus particulas componentes generarian en el tiempo #o. La energia cinética que
genera nuestro Sol por su movimiento traslacional es aproximadamente de 3,9108x10% eV (Masa =
1,9891 x 103° Kg; Velocidad orbital = 2,51 Km/s), suponiendo que solo estd compuesto por protones
(1,18921x10%7) a la temperatura de 10'° °K obtenemos una energia de 1,53717283x 10% eV. Esto nos
muestra que la agrupacion de la materia significé también una reduccion de la energia que no es
compensada con su propio movimiento. La energia debida al movimiento rotacional no tiene naturaleza
relacionada con la energia gravitatoria y podria demostrarse que ha sido constante en toda la historia del
universo.



Concluyendo, la energia cinética E;, < E¢, vy la aportacion de la energia £ a la energia total

del universo puede considerarse despreciable, dada su inestabilidad y variabilidad, tanto en sus aspectos
luminicos como térmicos.

Todas las contribuciones energéticas a £y, han disminuido considerablemente, o se ha mantenido
constante como es el caso de E,, solamente Eg podria garantizar la conservacion de energia del universo.
Ec representa a toda energia gravitatoria cuyo origen es la materia baridonica. Necesitamos pues,
encontrar la expresion del hamiltoniano de EG que nos sirva para cualquier instante de la historia de
nuestro universo y asi poder valorar su contribucion a la conservacion de la energia E..

1l El hamiltoniano gravitatorio

En todo el anélisis energético evolutivo del epigrafe anterior ha estado practicamente ausente
la energia gravitatoria. La evidente conclusion de que E, (t,) > E, (t;) presupone la no conservacion
de la energia total del universo y que solo la energia gravitatoria E¢ puede garantizarla. Abordamos por
ello a continuacion su estudio.

De la Formulacion Mecanico-Cudntica sabemos que el equivalente a la masa en energia
gravitatoria es:

3
M =N Epsx = EN *Epgum (41)

Esta formulacion podemos transformarla multiplicando y dividiendo por N.G.Epgy, para
transformarla en la forma del hamiltoniano gravitatorio de un cuerpo aislado de materia baridnica
comun:

” _3N%*® 3 Eg
COT2NG ™~ 2 Epyy

(42)

Todo cuerpo compuesto por més de un nucledn esta definido energéticamente como la relacion
entre la energia gravitatoria de entrelazamiento que lo mantiene cohesionado y la energia que emite
como materia. Asi la masa puede expresarse como relacion entre energias de entrelazamiento interno y
energia para entrelazamiento externo.

La relacion fundamental del entrelazamiento cuantico-gravitatorio es :
€C-C= GEPGM ) GEPGM N G(EPGM “Epem) = G (43)

Y expresa a nivel cuantico el entrelazamiento gravitatorio entre la materia baridnica. Esta
misma relacion también puede ser expresada en términos clasicos de energia, como la suma de las
energias emitidas individualmente por cada cuerpo que se transformaran en la energia de
entrelazamiento.
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2GEpgm + Egn = G Epgu” (44)

La relacion anterior muestra claramente la necesidad de introducir un nuevo término Ern para
garantizar la conservacion de la energia.

Epn = GEper (Epgy — 2) = GEpgy® = €  (45) considerando que Epgy > 2.

EEn expresa la energia que genera el entrelazamiento cudntico-gravitatorio cuyo valor unitario
es aproximadamente el propio quantum gravitatorio universal €. Esto significa que el entrelazamiento
gravitatorio es una fuente continua de energia y de intercambio cuantico entre la materia. Luego el
quantum gravitatorio universal € tiene un doble valor fisico: expresa el entrelazamiento cudntico-
gravitatorio entre la materia y la energia gravitatoria que genera ese entrelazamiento. La consideracion
del quantum gravitatorio € como energia no es arbitraria, dado que es el producto de Ercym por la
constante gravitacional cuantica G, cuyas unidades son convencionales y heredadas de G.

El entrelazamiento gravitatorio es la manifestacion fisica del reconocimiento atractivo de la
materia entre si, y puede observarse en dos formas diferentes: materia aislada y materia distante. La
primera es consecuencia de sus efectos gravitatorios en el tiempo formando cuerpos agregados como
estrellas y planetas, y la segunda trata de los efectos gravitatorios que se ejercen mutuamente entre ellos.
Y si la materia agrupada es en si misma energia gravitatoria, lo es por la unica razén de que previamente
esa misma materia ha emitido energia gravitatoria de acuerdo con (43) y anteriores. Hay pues un
intercambio constante de energia entre la materia a través del espacio-tiempo. El Hamiltoniano que
describe la interaccion energética del entrelazamiento gravitatorio entre dos cuerpos de igual masa a
bajas perturbaciones esta definido por [18]:

2

. Gm~ R
“}[EN = ZFSXA'(SXB (46)

Multiplicando y dividiendo por G, recordando que G = g@ ; Gm = NG, y sustituyendo:

. N?% €2
"]-[EN= 3??65&4623 (4‘7)

Su tltima fraccion entrafia un profundo significado fisico.

_ G* (Epem * Epgm)

G G

€2 GE GEpgy-GE R -
E = M P e = G(Epgy " Epou) = € (48)

Finalmente:
2

. N~
:]-[EN ZSg@'é‘)’C\A'@)’C\B (49)

Esta es la expresion del hamiltoniano del entrelazamiento gravitatorio en términos de la TCG.
En el supuesto de cuerpos de distinta masa tomaria la forma de:

NN,

j:[EN: 3 a3

€ 6%, OR%p (50)



El estudio del hamiltoniano de (50) entre cuerpos distantes es bastante mas complejo en lo
referente a su cuantificacion y no tanto a su desarrollo matematico. Uno de los principios fundamentales
que sostiene de la TCG es que todo cuerpo de materia barionica estd entrelazado gravitatoriamente con
el resto de los cuerpos del universo. Quiere ello decir, que todos los cuerpos del universo estan
entrelazados mutuamente dos a dos. Se trata pues de una combinacion de todos ellos tomados de dos en
dos sin repeticion. Su expresion matematica seria:

n!

(51)

Csr = x!'(n — x)!

La cuantizacion solo es posible en entornos préximos en donde es conocido n y previa
idealizacion. Combinando (50) y (51) podemos expresar el hamiltoniano del entrelazamiento a distancia
como:

. O, N,
}[EN = 3(52 (Cn—3 (52)
i dij

(C% representa todas las combinaciones posibles entre cada dos cuerpos.
Como referencia cuantitativa, la energia de entrelazamiento con nuestro satélite es de 5,78x104
eV, once Ordenes inferior a la energia de la Luna como masa (4,1225x1038 eV).

La ultima aportacion al hamiltoniano total de la energia gravitatoria Ec es el caso especial de
los agujeros negros como méaxima expresion de la materia agrupada. Jacob D. Bekenstein [25] en 1972
formul6 la Segunda ley generalizada de la termodindamica en la que expone que la suma de la entropia
comun y la entropia de los agujeros negros nunca decrece,

0(S¢ +Sgy) >0 (53)

Es una forma mas detallada de expresar la segunda ley de la termodindmica, puesto que
introduce una diferenciacién importante entre entropia comun y entropia de los agujeros negros,
entendiendo claramente que lo que no es entropia de los agujeros negros es entropia comun. Su
evolucion en el tiempo es un reto de la fisica actual, puesto que la formacion de los propios agujeros
negros es motivo de discusion y analisis cientifico.

Posteriormente Stephen Hawking [26] propuso la formulacion para medir la entropia de un
agujero negro:

o - 1kgc3
BH ™ 4 Gh

Ay (54)

En ella se relaciona su entropia con su area con una métrica de Kerr, que es una de las
soluciones de las ecuaciones de la relatividad general mas apropiadas para el estudio de los agujeros
negros. A su vez el area de su horizonte de sucesos A esta dada por:

2
Ag = 87246 m(m +/m? — az) (55)

donde am es su momento angular y si a = 0, entonces se reduce a la métrica de Schwarzschild.

B 16mG?

K=

- m? (56)



Combinando (54) y (56) obtenemos:

Sow = 422 (57
BH = 4T P m (57)

Esta es la entropia de un agujero negro estatico y de carga neutra dependiente de su masa.
Multiplicando y dividiendo por G y recordando que G = g@ ; GM = NC y sustituyendo de acuerdo con
(48):

SBH=6C_NZT (58)

Y posteriormente:

s =67 N2g (59
BH — Cfl ( )

Esta es la expresion de la entropia de un agujero negro en términos de la teoria cudntico-
gravitatoria. La entropia de la materia agrupada estd directamente relacionada con la energia generada
en su propio agrupamiento representada por N2&. Pero su contribucion al hamiltoniano gravitatorio es
la relacion entre la energia de entrelazamiento interno y la emitida, de acuerdo con (42), como materia
que es, ya que (59) define solo la energia gravitatoria entrelazada en el interior del agujero negro, y
entonces deviene en:

: kg N*E kg Egen
Hav=6"0"Ne =% Eput (60)

Ahora si estamos en condiciones de definir el hamiltoniano completo de la energia gravitatoria.
Uniendo (42), (52) y (60) obtenemos:

n+m

. L 3\ONE mkso z , NgNij
}[GR = }[CO +}£AN +’7-[EN = E N. (g + 6 Ch N (g 3@ (C (61)
- l
3 J

Los dos primeros términos representan la energia debida a la materia agrupada comun y en
agujeros negros, y el ultimo término mide el intercambio de energia gravitatoria entre toda la materia
incluida en los dos primeros

De los tres componentes del hamiltoniano, dos son de ambito local (Ho + Hyy) y uno
cosmolégico (Hgy). Esta es pura energia no visible muy presente en entornos de alta concentracion de
materia como son las galaxias y especialmente sus centros galacticos. A pesar de la enorme complejidad
de su cuantificacién, podemos intentar realizar una aproximacion. Nada mas cercano y conocido que
nuestra propia galaxia para poder valorarlo correctamente en comparacion con el resto de energias.

La masa estimada de la Via Lactea es aproximadamente de 1,28x10'? masas solares con una
poblacion de unas 2x10!! estrellas. Nuestra idealizacion se centrara en su bulbo aceptando un tamafio
aproximado de 16.000 afios/luz y una poblacion de estrellas de 2x10'° masas solares. Si en este modelo
idealizado consideramos que todas las estrellas son idénticas a nuestro Sol, las combinaciones sin
repeticion entre cada dos estrellas solares del bulbo ascienden aproximadamente 1,999x10%. La masa
de nuestro agujero negro Sagitario A* la establecemos en 4x10° masas solares. Con estos datos
obtenemos los siguientes resultados :



~

n

. ~ 1 3€C

Heoqy = BQEE N; = oG 1,28 x 1012-1,18921 x 10°7 = 1,42 x 1078 eV
i

Heowy = 3€ XN, = gg .2 x 1011-1,18921 x 1057 = 2,31 x 1076 eV (62)

-~

, kg N2€  mky €
= = —- (4 x10°- 1,18921 x 1057) = 2,449 x 107°
Hav =6 N6~ Con g (%107 1189 0T = 2ARSA0TEY

H, co(1) representa la energia estimada de la Via Lactea que incluye a la materia oscura, mientras
que 7-'[60(2) es la energia clasica debida solo a su poblacion idealizada de estrellas. A su vez H,y
representa la energia proporcionada por Sagitario A*.

: _ NP b0 (1,18921x10%7)* 6 x 10"
Henuibo) = 3€CH—5 = 361,999 x 10%° - » eV (63)

]

El valor del hamiltoniano Hy completo del bulbo es de enorme dificultad debido al factor de
atenuacion por distancia (¢*), aplicable a cada combinacion de su entrelazamiento gravitatorio.

La energia asociada a la Via Lactea deducida del movimiento de sus estrellas mas alejadas del
bulbo es un 30% superior a la suma de las energias asociadas a la materia comun y agujero negro. El
modelo actual ACDM propone que esa materia no visible es materia oscura fria con numerosas
observaciones que se ajustan a sus predicciones, entre las que destacamos la reciente colaboracion de
SPT-3G D1 [27]. Nuestra propuesta es que la energia de entrelazamiento gravitatorio Hyy junto con el
gas galactico conforman esa materia no visible, pero para ello esta atenuacion 4« no deberia ser
aproximadamente de un orden mayor de 28. Lo que si parece evidente es que ambas teorias, aunque
excluyentes, proponen la existencia de materia o su equivalente en energia no visibles y, necesitan de
una prueba definitiva: para la primera detectar alguna de las particulas propuestas para la materia oscura,
y para la segunda verificar observacionalmente al quantum gravitatorio .

El alcance cosmolégico de Hyy es bastante mas amplio, abarcando a todo el universo. Su
naturaleza fisica es la manifestacion del entrelazamiento de la materia barionica, y como tal también se
ejerce y manifiesta entre las galaxias que conforman una gran estructura, Asi entre cada galaxia
existen canales gravitatorios a través de las cuales la materia estd entrelazada. El conjunto de todos
esos canales cuya expresion es el hamiltoniano de la materia entrelazada distante podria ser la
denominada red cosmica.|28][29]



Imagen del Sloan Digital Sky Survey III que abarca 650 Millones afios-luz y contiene
1,2 millones de galaxias [30].
Figura 10

Una ultima puntualizacién. La formulacion de Hgy (46) que hemos utilizado hasta ahora
deberia ser modificada para poder utilizarlo a escalas cosmicas. No olvidemos que su origen solo es
valido para pequefias perturbaciones o equivalentemente para espacio-tiempos de MinKowski planos, y
precisamente no es el espacio-tiempo que cabe esperar en los centros galacticos.

El sentido en que debemos reformularla o adaptarla para que sea compatible con un espacio-
tiempo curvo excede nuestros actuales conocimientos, y lo dejamos abierto a futuros estudios. De otro
lado, es razonable argumentar que la energia gravitatoria empleada en el entrelazamiento deberia ser
independiente de la distancia, no asi la fuerza, pues es una energia presente en toda la zona de
intercambio.

Definido el hamiltoniano gravitatorio con sus tres componentes, debemos verificar si garantiza
la conservacion de la energia Eg en el tiempo #1. Esto supone un fuerte incremento con respecto a Eg, y
a su vez tiene que estar sincronizado con el descenso de la energia cinética dependiente de la temperatura.
La evolucion en el tiempo del hamiltoniano gravitatorio resulta pues clave para entender la naturaleza
de la energia gravitatoria.

Asumiendo inicialmente la ausencia de agujeros negros en to, el hamiltoniano toma la forma
siguiente:

Hon(to) = N+ 3¢ Z(CN — = EPGMN + 38 Z(CN — (68

Como solo existen N nucleones individuales, la energia gravitatoria total es la suma de su
energia comun debida a su propia masa mas la energia de entrelazamiento gravitatorio entre cada dos.

La siguiente y fundamental etapa fue la nucleosintesis, que supuso el primer paso para el largo
proceso de agrupacion de la materia. Ahora el hamiltoniano es:



. 36 - o L, NN
Fan(te) =5 ) Ni+3€ ) Ga=3 12 (65)
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Seguimos suponiendo la no existencia de agujeros negros aun. La materia comun esta formada
por nucleos de hidrogeno y helio constituyendo el primer eslabon de la materia agrupada. Nada
fundamental ha cambiado desde el punto de vista energético, salvo que la materia baridonica empieza a
agruparse.

Sin embargo y contra lo que podria intuirse, la suma de ambos términos no solo no se mantiene
constante en el tiempo, sino que decrece ligeramente con el agrupamiento de la materia. Todos los
calculos matematicos con distintos grados de agrupacion de la materia y sin agujeros negros muestran
que la suma de los hamiltonianos H,, y Hgy no es constante, sino que disminuye ligeramente al ritmo
de agrupamiento de la materia. Esto es debido a que H,, es constante por serlo Ny Hgy disminuira al
ritmo de reduccion de combinaciones posibles conforme se agrupa la materia. Esto nos conduce a que
el hamiltoniano de los agujeros negros, H,y, ha tenido que experimentar un fortisimo incremento que
sirva para compensar la disminucion de la energia del universo. Sobre el origen y naturaleza de los
agujeros negros, aun hay muchas incognitas que atafien a su evolucidon, pero nosotros estamos
interesados en el papel que debieron desempefiar para mantener la conservacion de la energia en los
inicios de nuestro universo.

Imaginemos a nuestro universo como un sistema cerrado ideal, sin posibilidad de radiacion al
exterior, formado por un plasma solo de N protones, como el de la figura 11.A, de volumen inicial Voy
temperatura 7p. La energia promedio de sus energias cinéticas y potencial es N.To 4 acuerdo con el
teorema del virial, la energia correspondiente a sus masas Eco, la energia asociada a sus relaciones
gravitatorias distantes Ezvo y una energia inicial Ezxo que alimenta su expansion. Se asume la ausencia
de agujeros negros en #.
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Figura 11

Después de un cierto tiempo ¢7, su volumen comovil es ahora V7, su temperatura 77, todos los
N protones estan agrupados en su centro formando un agujero negro y la energia de sus masas Ecy, tal
como se muestra en la figura 11.B.

Se verifican las siguientes relaciones entre las variables en ambos tiempos:

Vl > Vo, T1 KK To,NTl KK NTO;EENl KK EENO; EEXl K EEXO; EENl = 0,
Eco=Ec; (66)

En todo tiempo la energia total del sistema debe ser constante: E,, (ty) = E, (t;) (67).

Sin embargo, la igualdad no se sostiene, puesto que E,, (t,) > E,(t;) (68). La energia Ern:
tiene que ser cero puesto que toda la masa esta concentrada en un tnico cuerpo. Las energias debidas a
sus masas Eco y Ec; no han podido variar puesto que ello supondria la no constancia del numero
barionico N. La energia promedio N7, ha disminuido proporcionalmente a su temperatura.

E,(ty) = NTy + Eco + Egno; Ey(t;) = NT; + E¢y + E; (69)

Hay dos respuestas posibles: o el modelo no es real o en la figura 11.B hay energia gravitatoria
que no apreciamos. Sobre si se trata de un modelo real o no, puede ser algo especulativo, pero plantea
una de las hipotesis cosmoldgicas en liza relativas al futuro de nuestro universo: el Big Crunch. Nos
basta que sea valido, aunque esté alejado de la teoria actual. La segunda respuesta nos conduce a que la
energia gravitatoria pueda estar concentrada en el agujero negro O, distribuida en el espacio E o en
ambas.



La energia emitida como masa agrupada aislada es N€ . Si la temperatura como hemos visto
ha disminuido 25x10¢ grados y como la masa en O es masa aislada, tenemos que considerar solo la
energia emitida € que es del orden de 10*7. Es pues imposible que aporte energia compensatoria
suficiente independiente del valor de N. Eg es la representaciéon del hamiltoniano gravitatorio H,p de
(26), que queda reducido a:

=gt =™ E 0 o
GR — AN — h@ ( )

Considerando que la energia gravitatoria de un agujero negro es unas 8.231 veces superior a la
energia de la materia comun, comprobamos que sigue siendo totalmente insuficiente para garantizar la
conservacion de energia del modelo. Este ejercicio de idealizacion extrema pone de manifiesto que el
hamiltoniano gravitatorio Hgp , tal como esta definido, tampoco garantiza la conservacién de la energia
en ningun momento de la historia de nuestro universo. Tuvo que existir pues, un fendmeno adicional
muy importante que pudiera involucrar o no a un gran nimero de nucleones y con un fuerte caracter
endotérmico. Este fendmeno pudo ser la formacion de agujeros negros primordiales que concentraron
la mayor parte de la energia del universo causando una drastica reduccion de temperatura.

La primera propuesta sobre su existencia la realizaron Carr, B. J. y Hawking, S. W.(1974) [31]
argumentando que su formacion se habria producido por inestabilidades gravitacionales en las primeras
etapas del universo. Con posterioridad y maés recientemente son muchos los estudios y aportaciones
[32],[33].[34].[35],1361,[37] y [38], abordando sus mecanismos de creacion desde distintas Opticas,
pasando desde la entropia hasta la materia oscura. Ademas, las ultimas observaciones de JWST muestran
agujeros negros muy supermasivos, cuya formacion habria sido imposible como producto del colapso
de una gran estrella, puesto que por el proceso de acrecion no hubiera tenido el suficiente tiempo de
adquirir tan enorme masa. Nuestra aportacion no profundiza tanto en la naturaleza de su origen, sino en
la necesidad de su existencia como garantia de la conservacion de la energia en cumplimiento de la
primera ley de la termodinamica.

También muestra que el hamiltoniano gravitatorio descrito en (61) es incompleto, pues deberia
contener un término de pura energia gravitatoria que podria estar asociado a la entropia. No olvidemos
que la entropia es una medida de la energia no util.

g = , N"Z@+6”k’3 3@2«:2 " +(SZPBH 71
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El altimo término afiadido representa la energia acumulada en los agujeros negros primordiales
desarrollados en esa época temprana del universo, y cuya naturaleza responde a posibles
discontinuidades del espacio-tiempo, convirtiéndose en verdaderos pozos de energia gravitatoria.

La probabilidad de la existencia de una energia oscura difusa de caracter anti-gravitatorio en
los inicios del universo, la rechazamos puesto que sus efectos habrian impedido un universo tal como lo
observamos. [gualmente si su caracter es gravitatorio, pues hubiera acelerado en mucho el agrupamiento
de la materia bardnica.

La relacion entre masa y energia E,, = mc? deducida por Einstein puede ampliarse ddndole
un sentido mucho mas amplio, puesto que toda la materia baridnica y su auto-interrelacion es una forma
de energia. La masa es energia bajo dos formas diferentes: como materia aislada y como materia
entrelazada gravitatoriamente.

m+n

m
Ey = Z mpc? + Zz ) 6~ Nk 3@2 cz +QEZBHP 72)




donde m es la masa media del nucledn. En el limite inferior de N=1, se reduce a
, 3 ~
EM = th + E EPGM + (Sz BHPP (73)
k

La materia barionica por ser materia es energia, E, = mc?, y como materia barionica
manifiesta su naturaleza intrinseca generando energia gravitatoria, el quantum gravitatorio
por la que se reconoce mutuamente y se agrega. Mientras que la energia de la materia en reposo, E,,
no tiene efectos gravitatorios sobre el resto de materia circundante, la energia gravitatoria Eg es el motor
que mueve toda la materia del universo.

1ll. Ecuacion relativista cuantico-gravitatoria

La descripcion del hamiltoniano gravitatorio (71) tiene importantes consecuencias en la TGR
al establecer la equivalencia entre materia barionica y energia gravitatoria. Consecuentemente, si la masa
es energia gravitatoria, el tensor de la materia debe sustituirse por el tensor de la energia gravitatoria
en la ecuacion de la TGR, pues es esa energia la responsable de la geometria del espacio-tiempo.

8r
Gap =z BV (74)
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El tensor de la energia gravitatoria es la suma del tensor de la energia interna de la materia

comun E gf , del tensor de la energia debida a los agujeros negros E A N , del tensor de la energia de

entrelazamiento externo E g,e y del tensor de agujeros negros primordiales E g Bﬁ H-

Egoﬁ solo tiene efectos locales y no difiere del tensor de la materia, pues la energia adopta la

geometria de la masa, siendo pues sus resultados coincidentes con la TGR. Ejﬁ tiene efectos locales y

cosmologicos siempre que Nr > 0. Een solo tiene efectos a nivel cosmoldgico tanto mayores cuanto

JO a . . .
mayor sea n 'y es nulo para n = 1. Los efectos cosmologicos del tensor E, g yson dificiles de cuantificar

por la escasa informacioén que disponemos, aunque previsiblemente sean los que mas condicionen la
geometria de nuestro universo. Los resultados de la TCG diferiran en mas de la TGR cuanto mayor sea
el alcance cosmologico, coincidiendo en entorno local.

La forma mas simple del hamiltoniano gravitatorio es considerando un unico cuerpo esférico,
quedando reducido a entorno local:



3N2C 3 Egey
Her =5 =5
2NGE 2 Egy

(42)

Y la solucioén a la ecuacion de campo de Einstein valida para el exterior de un cuerpo masivo
de simetria esférica, estatico, uniforme y neutramente eléctrico es la solucion de Schwarschild. La /inea
elemento de este espacio-tiempo esta descrita en coordenadas esféricas y unidades CGS por la ecuacion:

2

d
) de? + — o+ T2(d6% + sen?0dp?)  (76)
1 -

rc?
donde r representa el radio de la esfera con la condicion de r > 2GM/c?.

En este supuesto de entorno local ambas teorias coinciden, TGR y TCG, puesto que los efectos
cosmoldgicos solo son apreciables en la cercania de agujeros negros y en concentraciones importantes
de estrellas. Bastara sustituir GM por el hamiltoniano local, y el nuevo elemento linea deviene en:

2GM

rc?

d52=—(1—

3 N2 dr?
ds? = —[1———Z)de* +—— 4+ r2(d6%sen20d¢?)  (77)
| _ 3 N2€
rcz NG

Ahora la condicion para que no se produzca una singularidad es

>3N2@_3EGEN_3E v 3t -
c2 NG& ~ c2Egy c2 FeM — ¢ (78)

Notese que ahora el radio depende de pardmetros cuanticos y la constante gravitatoria cuantica

G esta ausente. Toda la fisica relativista derivada de la solucién de Schwarschild sigue siendo valida en
la TCG.

Otra solucion local a las ecuaciones de la TGR es la obtenida por Kerr aplicada al exterior de
los agujeros negros. Igualmente puede obtenerse su equivalente en la 7CG, pero su estudio y desarrollo
exceden el objetivo del presente articulo. Las soluciones a nivel cosmologico que incluyan los tres
componentes del hamiltoniano gravitatorio, también exceden nuestros propdsitos.
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	I. La oscilación armónico-cuántica de los cuarks en los hadrones
	Si en la formulación mecánico-cuántica describíamos el origen cuántico de la fuerza gravitatoria y la manifestación como materia bariónica al espacio bajo la forma del quantum gravitatorio 𝔈 (de la materia aislada). En el presente artículo describim...
	• La fuerza gravitatoria: La materia encuentra materia.
	• La materia entrelazada: Análisis vectorial y mecánico-cuántico.
	• El auto vector gravitatorio.
	Introducimos de esta forma una nueva visión de la concepción newtoniana de la gravedad, sin que suponga un cuestionamiento de sus conceptos fundamentales, sino que pretende profundizar en la naturaleza de la fuerza dominante de nuestro universo.
	La consideración del universo como un sistema cerrado en su sentido clásico, tiene fuertes implicaciones cosmológicas que no son objeto del presente artículo pero que son la base de todo su desarrollo posterior, aplicándolo en su sentido más restricti...
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  =   3   𝔈 ^  2 𝔈   ∑  i  n    N  i + 6     𝔈 ^  𝔈   𝜋   k  B  c ℏ   ∑  j  m    N  k + 3   𝔈 ^   ∑  i , j  n + m   ℂ  n 2       N  i , j N  i , j        d  i , j 3 +       𝔈 ^   ∑  k  p    P B H  p        ( 𝟕 𝟓 )


  =   3   𝔈 ^  2 𝔈   ∑  i  n    N  i + 6     𝔈 ^  𝔈   𝜋   k  B  c ℏ   ∑  j  m    N  k + 3   𝔈 ^   ∑  i , j  n + m   ℂ  n 2       N  i , j N  i , j        d  i , j 3 +       𝔈 ^   ∑  k  p    P B H  p        ( 𝟕 𝟓 )


    E  C O  𝛼 𝛽


    E  A N  𝛼 𝛽


    E  E N  𝛼 𝛽


    E  P B H  𝛼 𝛽


    E  C O  𝛼 𝛽


    E  A N  𝛼 𝛽


    E  P B H  𝛼 𝛽


     ℋ .  G R =  3 2     N 2   𝔈 ^  N   𝔈 =  3 2         E  G E N    E  E M I                         ( 42 )


  d   s 2 = −  ( 1 −   2 G M  r   c 2 ) d   t 2 +     d r 2  1 −   2 G M  r   c 2 +   r 2  (   d 𝜃 2 +   s e n 2 𝜃 d   𝜙 2 )                 ( 76 )


    d s 2 =   −  ( 1 −  3  r   c 2    N 2   𝔈 ^  N 𝔈 ) d   t 2 +   d   r 2  1 −  3  r   c 2    N 2   𝔈 ^  N 𝔈 +   r 2  ( d   𝜃 2   s e n 2 𝜃 d   𝜙 2 )             ( 77 )


  r >  3    c 2    N 2   𝔈 ^  N 𝔈 =  3    c 2     E  G E N    E  E M I   =  3    c 2   E  P G M N =   3 ℏ    c 2 𝜔 N                     ( 78 )
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